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Моделювання пружного удару тіла з особливою точкою на його поверхні 
В. П. Ольшанський, О. І. Спольнік, М. В. Сліпченко, В. Г. Знайдюк 
Розглянуто пружний прямий удар по плоскій границі нерухомого півпрос-
тору тіла, обмеженого в зоні контактної взаємодії поверхнею обертання, по-
рядок якої менший двох. Особливість задачі полягає в тому, що для вибраного 
випадку нескінченна кривизна граничної поверхні в точці первісного контакту, 
з якої розпочинається процес динамічного стискання тіл у часі. Крім основних 
припущень не хвильової квазистатичної теорії пружного удару твердих тіл, 
тут використано також відомий розв’язок статичної вісесиметричної кон-
тактної задачі теорії пружності. Процес удару з невеликою початковою шви-
дкістю поділено на два етапи, а саме на динамічне стискання і динамічне роз-
тискання. Для кожного з них побудовано аналітичний розв’язок нелінійного 
диференціального рівняння відносного зближення у часі центрів мас тіл. 
Розв’язок нелінійної задачі з початковими умовами для диференціального рів-
няння другого порядку на першому етапі виражено через Ateb-синус, а на дру-
гому – через Ateb-косинус. Для спрощення розрахунків складено окремі таблиці 
вказаних спеціальних функцій, а також запропоновано компактні апроксимації 
їх елементарними функціями. Встановлено, що похибка аналітичних набли-
жень обох спеціальних функцій менша одного відсотка. Виведено також за-
мкнені вирази для обчислень максимальних значень: стискання тіл, сили удару, 
радіуса кругової площадки контакту та тиску, який обмежений у центрі цієї 
площадки. Розглянуто числовий приклад, пов’язаний з ударом жорсткого пру-
жного тіла по гумовому півпростору. Задачі такого типу виникають при мо-
делюванні динамічної дії кусків твердої мінеральної сировини на гуму, при па-
дінні їх на футеровані гумою валки вібраційного класифікатора. Внаслідок по-
рівняння розрахованих параметрів удару, одержано гарну узгодженість число-
вих результатів, до яких призводять побудовані аналітичні розв’язки та інте-
грування нелінійного рівняння на комп’ютері. Цим підтверджена вірогідність 
побудованих аналітичних розв’язків задачі удару, які дають розгортку корот-
кочасного процесу в часі 
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1. Вступ
Ударна взаємодія твердих тіл, як правило, відбувається за короткий про-
міжок часу і супроводжується великими динамічними навантаженнями, внаслі-
док чого можливе руйнування елементів конструкцій. Тому закономірно, що 
найпростіші теорії розрахунку канонічних тіл на міцність при ударі висвітлені в 











ли, використовують її імпульс. Фактично там розглядають не процес механіч-
ного удару, а його наслідки, тобто післяударний рух. 
Більш складні варіанти теорій механічного удару викладені в багатьох ви-
даннях, серед яких відзначимо [3–6].  
В [3] викладено синтез хвильової та квазістатичної теорій, а також деякі 
експериментальні методи дослідження ударних процесів. В [4] висвітлена влас-
на теорія удару, розроблена автором вказаної монографії. Проведено також 
критичний аналіз відомих експериментальних результатів. В роботі [5] зробле-
но літературний огляд досягнень в теорії удару в минулому сторіччі. Моногра-
фічне видання [6] присвячено дослідженню поведінки різних конструкцій при 
ударі та проведено порівняння теорії з експериментом.  
В указаних виданнях розглядають розробку процесу удару в часі, то анало-
гічно [7], враховують місцеві деформації, з використанням розв’язку контактної 
задачі теорії пружності. Отже дослідження ударних процесів тривалий час при-
ковує увагу вчених і є актуальною проблемою механіки. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Теорія, започаткована в [7], відіграє ключову роль в дослідженнях ударних 
процесів твердих тіл. Вона модернізована в роботах [8, 9], де теж припускали, 
що тіла піддані удару, в зоні контакту обмежені поверхнями другого порядку, 
але додатково враховували коливальні процеси.  
Крім вищевказаних видань, огляд публікацій з механічного удару викона-
но в [5]. Відмічено тенденцію до збільшення потоку публікацій з аналізу дина-
міки шаруватих композитних конструкцій при ударі.  
Робота [10] присвячена аналізу поведінки при ударі шаруватих пластин і 
циліндричних оболонок методом скінченних елементів. Позитивним моментом 
роботи є наявність великої кількості числових результатів та геометричних 
ілюстрацій. Недоліком роботи є відсутність простих розрахункових формул, 
зручних для інженерних розрахунків, бо дослідження проведено суто числови-
ми методами.  
В [11] розглянуто удар з невеликою швидкістю по панелі з попереднім на-
вантаженням тиском. Конструкції такого типу поширені в техніці і мають ши-
роке використання. В роботі тілом, що вдаряє, була пружна куля і не розгляну-
то випадків тіл удару більш складної форми, бо це суттєво ускладнює теорію.  
В публікації [12] розглянуто поведінку шаруватих пластин при низькошви-
дкісному ударі з використанням методу скінченних елементів. Але в роботі від-
сутні аналітичні розв’язки. Отримані результати не є універсальними, бо стосу-
ються конкретних числових параметрів пластин. У випадку зміни параметрів не-
обхідно проводити нові розрахунки., що є як недоліком числових методів.  
Вплив стискаючих сил на поведінку композитних панелей при ударі дослі-
джено в [13]. Встановлено, що наявність таких сил збільшує динамічні прогини. 
Але задача розв’язана в лінійній постановці, що виключає можливість моделю-
вання зміни форми рівноваги при ударі.  
В [14] розглянуто динаміку композитної пластини з отвором при ударі. Ро-









числовими методами, але теж відсутні аналітичні розв’язки, які б дозволили 
проаналізувати вплив різних чинників (розмірів і форми отвору, властивостей 
матеріалу, тощо) на величину концентрацій напружень.  
У згаданих [10–14] розглядався механічний удар тіл, обмежених гладкими 
поверхнями, які в точці контакту мають обмежену кривизну, зазвичай це була 
куля. Але на практиці зустрічаються і інші форми пружних тіл, підданих удару. 
І лише в [4] розглянуто випадок більш щільного контакту тіл при динамічному 
стисканні, які обмежені граничними поверхнями, що мають порядок більший 
другого. Але залишаються ще невивченими випадки удару тіл, порядок гранич-
них поверхонь яких менший другого (оживало, конус та інші). Ці тіла на повер-
хні контакту мають особливу точку. Тому існуючі теорії у випадку цих тіл 
втрачають чинність і потребують нових математичних моделей, а створення 
нових теорій удару тіл з особливою точкою на їх поверхні є перспективним.  
 
3. Мета і задачі дослідження 
Метою дослідження є виведення та апробація формул для розрахунку 
плинності параметрів ударного стискання тіл у часі, за наявності на поверхні 
одного із тіл особливої точки. 
Для досягнення мети були поставлені такі завдання: 
– вивести формулу для обчислення коефіцієнта в рівнянні удару; 
– побудувати розв’язок рівняння удару при стисканні тіл; 
– побудувати розв’язок рівняння удару при розcтисканні тіл; 
– провести розрахунки та виконати порівняльний аналіз числових  
результатів. 
 
4. Матеріали та методи досліджень пружного удару тіл з особливою 
точкою на поверхні контакту 
Проводячи математичне моделювання процесу динамічного стискання 
твердих тіл будемо використовувати припущення роботи [7], де вважали, що 
вся кінетична енергія відносного руху перетворюється в потенціальну енергію 
пружних деформацій тіл в зоні їх взаємодії і не враховували інші види енергії, 
зокрема енергію пружних хвиль, теплову енергію тощо. Це накладає певні об-
меження на швидкість удару, яка у відповідності з [4] не повинна перевищувати 
4 м/с. Тому тут будуємо математичну модель суто пружного удару, задіявши 
теорію нелінійних диференціальних рівнянь і спеціальні функції. 
Визначення коефіцієнтів у рівнянні удару. При виведенні основного рів-
няння удару, крім основних положень теорії [7] використовуємо також відомий 
розв’язок вісесиметричної контактної задачі теорії пружності [15]. У відповід-
ності з цим розв’язком, зближення центрів мас пружних тіл x, одне з яких півп-
ростір, а друге обмежене поверхнею обертання z=Ar
3/2
, (A>0) (рис. 1), опису-














































































J  1,E  1,  2 ,E  2  – відповідно модуль пруж-
ності та коефіцієнт поперечної деформації матеріалів тіл; P – сила стискання 




Рис. 1. Схема зіткнення тіл 
 
Розподіл тиску на ній підпорядкований закону [15]: 
 
  21,25 ,
 
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Інтеграли J1 і J2 виражаються через затабульовану в [16, 17] гама-функцію 
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Ці квадратури одержали переходом в (2) до нової змінної інтегрування 
sin .    
Якщо прийняти до уваги табличне значення [16]:  7/4 0,9190625,   то  
 
   
4 4
3/4 7/4 0,9190625 1,2254167;
3 3










    
 
Тому наближено J1≈1,198140; J2≈0,718884. 
Значення J1 і J2, але з меншою точністю, також обчислено в [15]. 
Вираз (4) при 0r  має невизначеність типу 0 .   Щоб розкрити її, обчи-
















Цей інтеграл виражається через неповні еліптичні інтеграли  ; , F  
 ; E  першого та другого роду відповідно, бо в [18]: 
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то на краю площадки контакту, при ,r a  тиск   0.p a  В центрі площадки 




 Отже максимальний тиск у 
2,5 рази більший, ніж середній на площадці. Графік розподілу тиску по радіусу 




Рис. 2. Розподіл контактного тиску по радіусу площадки 
 
Окрім [15], пізніше узагальнені розв’язки статичної контактної задачі бу-
дували й інші автори [19]. 
Із (1), (2) випливає наступна формула для обчислення сили удару: 
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Якщо маса тіла, що вдаряє, дорівнює M, то процес удару, згідно з [7], буде 
описуватись диференціальним рівнянням: 
 
5/3 ,   M x P x           (6) 
 
де крапка над x  означає похідну за часом t. 








           (7) 
 
Побудова розв’язку рівняння удару при стисканні тіл. Йому відповідає 
проміжок часу  0; . ct t  Диференціальне рівняння (7) розв’язуємо при почат-
кових умовах: 
 
 0 0,x    00 , x            (8) 
 
позначивши символом 0  початкову швидкість зіткнення тіл. 
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В момент досягнення максимального стискання  cx x  підкореневий вираз 
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5/3 05 4Sa , 1, .
3 3
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Радіус площадки контакту, а також тиск в її центрі, теж залежать від зна-
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Максимальні значення характеристики ударної взаємодії мають при  ct t  
або коли: 
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Враховуючи, що  
 
 3 / 8 2,370437,    7 / 8 1,089653,    
 
знаходимо: 1,445927.I  









t                   (14) 
 
Щоб спростити числову реалізацію одержаних розв’язків наводимо табли-
цю Ateb-синуса, значення якого з прийнятною точністю можна знайти лінійною 
інтерполяцією даних в табл. 1.  
 
Таблиця 1 














0,0 0,00 (0,00) 7,5 7,04 (7,02) 
0,5 0,50 (0,50) 8,0 7,42 (7,42) 
1,0 1,00 (1,00) 8,5 7,78 (7,78) 
1,5 1,50 (1,50) 9,0 8,12 (8,12) 
2,0 2,00 (2,00) 9,5 8,43 (8,43) 
2,5 2,49 (2,50) 10,0 8,72 (8,72) 
3,0 2,98 (3,00) 10,5 8,98 (8,98) 
3,5 3,47 (3,49) 11,0 9,22 (9,22) 











4,5 4,43 (4,44) 12,0 9,60 (9,60) 
5,0 4,89 (4,89) 12,5 9,75 (9,75) 
5,5 5,35 (5,34) 13,0 9,86 (9,86) 
6,0 5,79 (5,78) 13,5 9,94 (9,94) 
6,5 6,22 (6,20) 14,0 9,99 (9,99) 
7,0 6,64 (6,62) 10I 10,00 (10,0) 
 
Тут в дужках вказано наближені значення, для яких призводить апрокси-
мація: 
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Sa ,1, 0,1996 1,0277 0,2 0,2064 0,2 при 0,2 0,8,
3 3
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Ця апроксимація є окремим випадком більш загального наближення Ateb-
синуса, запропонованого в [24]. Її похибка менша одного відсотка. 
Побудова розв’язку рівняння удару при розстисканні тіл. 
Далі розглянемо процес динамічного розстискання тіл, що відбувається на 
проміжку  ; . c yt t t  Для цього будуємо розв’язок диференціального рівняння 
(7) при початкових умовах: 
 
  ,c cx t x    0.cx t  
 
Провівши подвійне інтегрування, отримуємо: 
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 – періодичний Ateb-косинус [21, 22]. 
Зміна у часі сили удару відбувається за законом: 
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Отже процес розстискання тіл описується Ateb-косинусом і його степенями. 




Сa , 1, 0,
3 3
 

















Звідки одержуємо формулу для обчислення тривалості удару: 
 
0 0





t t I t  
 
З метою спрощення розрахунку процесу розстискання, далі наводимо в 
табл. 2 значення Аteb-косинуса. 
 
Таблиця 2 














0,0 10,00 (10,00) 7,5 6,61 (6,62) 
0,5 9,98 (9,98) 8,0 6,19 (6,17) 
1,0 9,93 (9,93) 8,5 5,76 (5,74) 
1,5 9,85 (9,85) 9,0 5,31 (5,30) 
2,0 9,74 (9,74) 9,5 4,86 (4,86) 
2,5 9,59 (9,59) 10,0 4,39 (4,40) 
3,0 9,41 (9,41) 10,5 3,91 (3,93) 
3,5 9,20 (9,20) 11,0 3,43 (3,45) 
4,0 8,96 (8,96) 11,5 2,94 (2,96) 
4,5 8,70 (8,70) 12,0 2,45 (2,46) 
5,0 8,41 (8,41) 12,5 1,96 (1,96) 











6,0 7,75 (7,76) 13,5 0,96 (0,96) 
6,5 7,39 (7,40) 14,0 0,46 (0,46) 
7,0 7,01 (7,02) 10I 0,00 (0,00) 
 




   
2
2
1 1,2sin 5 / 3 при 0 0,75,
5 4
Сa ,1, 0,1996 1,0277 1,2459 0,2064 1,2459 при 0,75 1,25,
3 3
при 1,25 .
      
 
 
            





З табл. 2 маємо, що похибка записаного аналітичного наближення менша 
одного відсотка. Це свідчить про адекватність виведених формул. 
 
5. Результати розрахунків параметрів удару, їх порівняльний аналіз 
Використовуючи виведені формули, обчислимо характеристики удару, ко-




 Па; µ1=0,25. Матеріал півпростору – 
гума, у якої [25]: E2=7,5·10
6





. За формулами (13) і (14) одержуємо: xc=0,008517 м; Pc=986,2176 Н; 
ac=0,009649 м; pc=8429081,797 Па. Тривалості стискання і удару становлять ві-
дповідно: tc=0,004105 с; ty=0,008210 с. Обчислені по формулах (10), (15) x(t) у 
різні моменти часу вказано в табл. 3. 
 
Таблиця 3 






 x(t)/xc, формули 
(10, 15) 
x(t)/xc, числове  
інтегрування 
0,25 0,3615 0,3580 0,3582 
0,50 0,7230 0,6824 0,6826 
0,75 1,0845 0,9146 0,9149 
1,00 1,4459 1,0000 1,0000 
1,25 1,8074 0,9145 0,9149 
1,50 2,1689 0,6826 0,6826 
1,75 2,5303 0,3580 0,3582 
 
Значення Аteb-функцій обчислювали методом лінійної інтерполяції даних 
в табл. 1, 2. Для порівняння в табл. 3 також записано x(t), одержані числовим 
комп’ютерним інтегруванням рівняння (6) в середовищі «Maple» [26]. Спосте-
рігається гарна узгодженість результатів обчислень двома способами, що підт-








Одержані розрахунками графіки зміни x(t) і P(t) з плином часу t в безроз-
мірних координатах зображено на рис 3. На інтервалі стискання графік x(t) ви-
пуклий, а графік P(t) змінює там вгнутість на випуклість. 
На рис. 4 подано розраховані графіки зміни у часі a(t) і p(t). Спостерігаєть-



















На хід процесу удару чинить певний вплив геометрія тіла, яке вдаряє. Це 
підтверджують результати розрахунку характеристик удару, наведені в табл. 4 
для різних значень А . У розрахунках були задіяні формули (13), (14). 
 
Таблиця 4 





 xc, м Pc, Н 10
4
 ac, м 10
-6
 pc, Па 10
4
 tc, с 
2 67,74 1240,24 152,6 4,23825 32,65 
4 80,55 1042,76 107,9 7,12741 38,82 
6 89,15 942,36 88,1 9,66174 42,97 
 
Збільшення A призводить до збільшення xc, тиску pc і тривалості удару. 
Але воно супроводжується зменшенням Pc і ac. Заслуговує увагу те, що при 
зміні A добуток Pc·tc залишається приблизно сталою величиною. Щоб з’ясувати 
чому так відбувається, звернемося до обчислення ударного імпульсу S(P). На 
проміжку часу  *0;t t  він подається інтегралом: 
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Отже, імпульс сили P(t), за час удару, наближено становить: 
 
  1,03788 . c cS P P t                  (16) 
 
Використовуючи результати таблиці 4 та формулу (16), одержуємо при 
A=2, 4, 6 м
1/2
 відповідно S(P)=4,2028; 4,2013; 4,2027 Н с. Ці числа мало відрі-
зняються від точного значення імпульсу S(P)=2Mυ0=4,2 Н с. Таким чином, 
сталий добуток Pc·tc в табл. 4 є наслідком того, що S(P)=2Mυ0=const в розгляну-
тому прикладі.  
З’ясуємо далі вплив на параметри удару початкової швидкості зіткнення 
тіл, яка згідно з [25] може досягати 5 м/с. Для проведення розрахунків зберігає-
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. Змінюючи υ0, одержуємо параметри удару, вказані в табл. 5. 
 
Таблиця 5 
Характеристики удару при різних 0  
υ0, м/с xc·10
4







3 85,17 986,22 96,49 8,429 41,05 
4 105,68 1413,03 111,42 9,058 38,20 
5 124,94 1867,63 124,57 9,578 36,13 
 
Розрахунки підтверджують, що зростання υ0 призводить до зростання xc, 
Pc, ac, pc і зменшення tc. При υ0=5 м/с сила Pc близька до 1900 Н. В роботі [25] 
відзначено, що сила Pc може перевищувати 1960 Н. 
Інформація про вплив маси тіла на характеристики удару надана в табл. 6. 
При розрахунках використовували попередні числові дані, задавши υ0=4 м/с. 
 
Таблиця 6 
Характеристики удару при різних M 
M, кг xc·10
4







0,7 105,68 1413,03 111,42 9,058 38,20 
0,8 111,11 1536,05 115,20 9,211 40,16 
0,9 116,13 1653,39 118,65 9,346 41,98 
1,0 120,81 1765,93 121,81 9,471 43,67 
 
Тут збільшення маси тіла, що вдаряє призводить до зростання як xc, Pc, ac, 
pc так і tc, чого не було при збільшенні υ0. 
Розрахунки показують, що зміна швидкості υ0 більш суттєво, ніж зміна M, 











6. Обговорення результатів дослідження отриманих аналітичних 
розв’язків еластичного удару тіла з особливою точкою 
Побудовані аналітичні розв’язки удару є досить універсальними. Вони не 
мають аналогів в науковій літературі. бо стосуються розробки теорії квазіста-
тичного удару тіл, що мають особливу точку на поверхні контакту. 
Одержані розв’язки не прив’язані до конкретних значень фізичних і геоме-
тричних параметрів тіл, підданих удару. Вони дозволяють розрахувати зміну 
параметрів процесу удару в часі і екстремальні значення: сили удару, величини 
стискання тіл, радіусу площадки контакту та максимальний тиск в центрі цієї 
площини. Апарат періодичних Ateb-функцій виявився ефективним засобом по-
дання аналітичних розв’язків, завдяки затабульованим в роботі цим спеціаль-
ним функціям. Порівняння числових результатів, одержаних різними методами, 
підтверджує вірогідність отриманих аналітичних розв’язків. Результати розра-
хунків відповідають фізичним уявленням про ударний процес (мала тривалість 
у часі, великий максимум сили удару та ін.). 
Одержані результати можуть бути використані в гібридних теоріях, де си-
нтезують квазістатичну і хвильову теорії. Їх можна використати в розрахунках 
на удар як однорідних так і композитних балок, пластин і оболонок. 
Викладена теорія стосується малих швидкостей удару, не більше 5 м/с, 
щоб деформації тіл знаходились в межах теорії пружності. 
Розглянута теорія стосується лише одного випадку особливої точки на гра-
ничній поверхні тіла. Але є випадки точок з більш високими особливостями 




1. Виведено формулу для обчислення коефіцієнта в рівнянні удару, який 
залежить від геометричних характеристик та матеріалів тіл, підданих удару. 
Його нескладно обчислити за виведеною в роботі формулою. Обчислення наве-
дено в результатах розрахунку.  
2. Побудовано розв’язок рівняння удару при стисканні тіл, який виража-
ється Ateb-синусом і дозволяє обчислити зміни у часі сили удару, зближення 
центрів мас тіл, радіуса площадки контакту і тиску в її центрі, використовую-
чи складену таблицю цієї функції. Раніше Ateb-синус не використовували в 
теорії удару.  
3. Побудовано розв’язок рівняння удару при розстисканні тіл, який вира-
жено через Ateb-косинус. Отримано формулу для обчислення тривалості удару. 
Таблиця цієї функції робить зручним використання розв’язку в розрахунках.  
4. Проведено розрахунки, які підтвердили адекватність побудованих аналі-
тичних розв’язків і досліджено вплив різних чинників на основні характеристи-
ки удару. Встановлено:  
– збільшення геометричного параметру призводить до збільшення макси-
муму стискання, сили удару, тиску і тривалості удару, але воно супроводжуєть-








– зростання початкової швидкості удару супроводжується зростанням всіх 
параметрів удару, за винятком тривалості удару, яка зменшується; 
– зростання маси тіла, що вдаряє, супроводжується збільшенням всіх пара-
метрів удару – це пояснюються зростанням кінетичної енергії тіла, що вдаряє; 
– зміна початкової швидкості більш суттєво, ніж зміна маси, впливає на 
характеристики удару, що відображено в таблицях. 
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